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Normes

llz +yll < [zl + [yl
|| - || est une norme sur E <= V(z,y,a) € E* x K, ||az|| = |||z
l|lz]] =0 = =0

Normes usuelles sur R" ou C"

n n
= a 2
lalls = > fa ]2 ;\xt\ el = max |
i=1 i=1,..., n

Normes usuelles sur C([a, ], K)

b b
£l = / (@) de 1f]l2 = / (@) 2 da flle = swp /@)

z€[a,b]

Distance associée a une norme

d: E? — Rt
(:cvy) — N(y—l’)

’V(x,y) €E%d(x,y) =0 < x= y‘ ’V(m,y,z) € B3 d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2) ‘

Boule ouverte de centre a Boule fermée de centre a et  Sphere de centre a et de
et de rayon r de rayon r rayon r

(Bla,r)={z € E|N(z—a)<r}| |Bla,;r)={z€E|N(—a)<r}] [{zeBIN@—a)=1}]

Caractére borné

Une partie A C E est bornée si Une suite u est bornée si Une fonction f est bornée si
IM > 0,Vz € A,||z|]| < M IM > 0,Yn € N, |ju,|| < M aM > 0,Vz e R, ||f(x)|]| < M

1



Comparer les normes

N(z) < alz(|

|| - || et N sont equivalentes si I(a, ) € R* Vx € E,
|lz[| < BN (z)

Sur un espace vectoriel de dimension finie, | toutes les normes sont equivalentes ‘

Suites

Limite de suite

Soit (un)nen une suite dans E. u, — [ si

[¥e > 0,3N € N,V > N, [ju, — ]| < ¢

Convergence uniforme

La norme oo est la norme de la convergence uniforme : ||f||oc = sup |f(¢)]
tel

In njoof = |[|fn— flloo njooo — ig?‘fn(t)_f(t”njooo <= (fn) cvu vers f

Adhérence

Vecteur adhérent & un ensemble

[ € E est adhérent & A si toute boule ouverte de centre [ rencontre A :
Vr>0,B(l,r)NA#)

Adhérence d’un ensemble Caractérisation séquentielle de
I’adhérence

_ , N N
’A:{ZEE\lest adhérentéA}‘ [ € E est adhérent & A < F(up,) € A, u, n_)—+>00l

Partie dense d’un ensemble

’Aest dense dans F <= A:E‘

Continuité

f est continue en a si f(z) . f(a) pour tout z € E ’ f est continue sur [ si f est continue en tout point de I

f est uniformément continue sur [ si f est K-lipschitzienne sur I si
Ve>0,30>0,Vo,y el lfz -yl <6 = [|f(z) - f(y)ll <e Va,y € L[| f(z) = f(y)Il < Kllz -y

’hpschitzienne — uniformément continue — continue‘




Linéarité et continuité

<= f est continue en 0

<= f est bornée sur la boule unite de
<— JK e R,Vz € E,||f(x)|| < K||z||
<= f est lipschitzienne sur £

<= f est uniformément continue sur £

Si f est linéaire, f est continue sur E

’ Si f: E — F est linéaire et E' de dimension finie, f est lipschitzienne donc continue sur £

Multilinearité et continuité

Soit une norme ||(z1,...,z,)|| = max{||z1||,..., ||xn]|} sur By X -+ X E,.
Soit f: Fy X -+ x E, — F une fonction multilinéaire.

f est continue <= IK € R,V(z1...x,) € HEi f(z1,. .. zn)|| < Kllz1]|- .- ||zn]]

i=1

C’est en particulier le cas si les F; sont de dimension finie.

Norme subordonnée

vVfe L(E,F) ,
f° linéaires et continues

[l|£]]] est le plus petit K tel que Vz € E, || f(2)|| < K||z|| :

il = sup L@ _ o 5@

z#0p ||| [|lz||=1

Sous-multiplicativité

’|H - ||| est sous-multiplicative :  V(f, g) € L(E, F),[[|f o glll < || /l| |||9\||‘

Ouverts et fermés

Point intérieur a A Ouvert Fermé
x € A est intérieur a A si A est un ouvert si A est un fermé si
Je > 0,B(z,e) C A Ve e A,3e > 0,B(z,e) C A E\ A est ouvert
s - 1 . . , ouvert ouvert
L’image réciproque (f~') par une fonction continue d’un fermé est un formé

Soit A une partie d’un espace vectoriel E.

Aest un fermé de E <= V(u,) € AV,
A est un fermé de E Aestun fermé de E «— A=A (up) cv = lim, oo un, € A




